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Formule sommatoire de Poisson

Lecons concernées : 246 250

Théoréme 1. Soit F : L'(R) N C°(R). On note, pour tout n € N, F(n = [z F(t)e~ ™ dt. On suppose :
IM >0,3a>1,Ve e R, |F(z)| < M1+ |z|)~ Z|F )| < 400
nez

Alors on a la relation :

21y F(2mn) =Y F(n)

newz ne”Z

Démonstration.

On considere la fonction :

:ZF(m+2mT)

neEZ
Etape 1 : Montrons que cette fonction est 2r-périodique.

Cette série est normalement convergente sur tout compact de R. En effet, soient A > 0 et || < A. Alors :
A ‘n| —a
[n| > — = |z +2nw| = 2|n|r — |z| = 2n|jr — A > 5 = |F(z +2nm)| < M (1 + |n|n)

Or M (14 \n|7r)7a est le terme général d’une série convergente, donc |F(z + 2n)| 'est également. Comme F
est continue par hypothese, f 'est aussi. De plus, le changement d’indice n + 1 = p donne :

f(x+27r):ZF(x+2n7r+27T ZFx+2(n+ ZFx+2p7r) f(z)
nez nez pEZ

Ainsi f est 2w-périodique.
Etape 2 : Calculons sa série de Fourier.

Pour tout m € Z
1 —imt 2 —imt —imt
en(f) =57 | f( Je~ Mt dt = / Z F(t+2nm)e” "™ dt = Z/ t+2nm)e "™ dt

L’interversion de la somme et de I'intégrale est justifiée par la convergence normale de ), F/(t + 2nm) sur
[0,27] et que |e~"™!| < 1. On a ensuite :

27 0o
; 1 ; F(m)
t 9 —zm(f+2n7r) dt = / e~ imu gy — / F —imu gy
Z 2m / +2nm)e 27 Z 2 J_ o (w)e 2m

nez ne”Z

Z lem (f) =5 Z |F )| < 400

meZ mEZ

On a alors, par hypothese :

Ainsi, la série de Fourier de f converge normalement sur R. On a alors :
27 E F(x+n)=2nf(x E 27 C (f)X™M = E F(m)e*mm
mEZ meEZ meZ

En évaluant en x = 0, on obtient alors le résultat.
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Application 2. Pour tout s >0, on a :

Z e—TI"I’L2S _ % Z €_¢

nez nez

Démonstration.

Soit @ > 0. On considére les fonctions suivantes :

f:I R — R G

r s eo®t

R — R™ f:| RT™ — Rt*
5 77!‘77.28
s ZnEZ e

Cela revient alors & montrer que 0(s) = %9 (%) On admet que G = v27G. Pour tout EeR,ona:

7 _ —az? —itx _ L *% - @g — LA <£> — E <£> — \/? 7%
f(f)*/Re e dzm/Re e du \/%G NeT aG NGT] ae

En appliquant la formule sommatoire de Poisson a f, on obtient :

2 2 [T 2
o’ § 674(171' n° _ o § 67%
a

neZ nez

B

Pour tout s > 0, on pose a = =. On a alors :
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